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Resumen

Este articulo de investigacion es el resultado de un
proyecto de investigacion sobre el pensamiento
algebraico temprano en entornos tecnologicos

de aprendizaje y se reportan resultados sobre el
razonamiento proporcional como una ruta de acceso
al pensamiento algebraico temprano. El estudio fue
realizado con 109 estudiantes de educacién basica
de escuelas publicas, del Estado de Méxicoy de la
Ciudad de México y uno de los objetivos del estudio
fue validar un instrumento sobre el razonamiento
proporcional. Para ello, se utilizd una metodologia
mixta, un estudio de tipo observacional, longitudinal
y comparativo con tres etapas: 1. Evaluacién inicial
sobre el razonamiento proporcional, 2Validacion de
un instrumento sobre el razonamiento proporcional,
3. Entrevista clinica abierta. Los resultados revelan
que los alumnos logran comprender ideas de
proporcionalidad aritmética y geométricay
variacién proporciona, y comprenden los problemas
que involucran la relacion funcional, como una
consecuencia del transito del pensamiento aditivo
al multiplicativo. En lo que respecta al instrumento
de evaluacion, se propuso un modelo hipotético

de validez convergente y divergente de constructo
en la medicion del razonamiento proporcional y el
modelo resultante obtuvo aceptables indicadores
practicos de bondad de ajuste y coeficientes de
confiabilidad altos. Ademas el instrumento mostro
tener validez convergente y divergente de constructo.
Finalmente, podemos concluir que el razonamiento
proporcional es una ruta viable hacia el pensamiento
algebraico, a pesar de que los estudiantes no han
desarrollado alin todas las estructuras cognitivas y
matematicas para comprender la complejidad del
pensamiento proporcional, los resultados de este
estudio permitieron dilucidar etapas tempranas

en el desarrollo cognitivo de los nifios con tareas y
enfoques pertinentes.

Citar como:

Abstract

This research article is the result of a research
project on early algebraic thinking in technological
learning environments and results on proportional

reasoning are reported as a path to early
algebraic thinking. The study was carried out

with 109 basic education students from public
schools, the State of Mexico and Mexico City

and one of the objectives of the study was to
validate an instrument on proportional reasoning.
For this, a mixed methodology was used, an
observational, longitudinal and comparative
study with three stages: 1. Initial evaluation

on proportional reasoning, 2. Validation of an
instrument on proportional reasoning, 3. Open
clinical interview. The results reveal that students
manage to understand ideas of arithmetic and
geometric proportionality and variation provides,
and understand the problems that involve the
functional relationship, as a consequence of

the transition from additive to multiplicative
thinking. With regard to the evaluation instrument,
a hypothetical model of convergent and

divergent construct validity was proposed in the
measurement of proportional reasoning and the
resulting model obtained acceptable practical
indicators of goodness of fit and high reliability
coefficients. In addition, the instrument showed
convergent and divergent construct validity. Finally,
we can conclude that proportional reasoning is

a viable route to algebraic thinking, although the
students have not yet developed all the cognitive
and mathematical structures to understand the
complexity of proportional thinking, the results of
this study allowed us to elucidate early stages in
the cognitive development of children with relevant
tasks and approaches.
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El razonamiento
proporcional en
educacion basica

Proportional reasoning in basic education

Cristianne Butto Zarzar
Joaquin Delgado Fernandez
Deysi Calderon Araujo

Aldo Bazan Ramirez

Introduccion

Razon y proporcion ha sido uno de los temas mas investigados en el campo de la
educacién matematica y existe una literatura muy amplia. Este tema ha sido estudiado
por diversos autores, por ejemplo, Inheldery Piaget (1958), describieron el razonamiento
proporcional, y argumentaron que dicho razonamiento se ubica en la etapa de las
operaciones formales y argumenta que éste razonamiento aparece a medida que el
nino se aproxima a la adolescencia. El autor comenta que el razonamiento proporcional,
la habilidad de formular hipotesis y trabajar con un cierto nimero de variables es una
caracteristica que revela que el estudiante se encuentra en la etapa del razonamiento
formal.

Piaget también propone un seguimiento de las etapas del desarrollo cognitivo,
hasta llegar al desarrollo de las operaciones formales; y comenta que es importante
que el estudiante comprenda los fundamentos de los temas de razon y proporcion.
En sus experimentos sefala que el nino adquiere la identidad cualitativa antes que la
conservacion cuantitativa y hace una distincion entre comparaciones cualitativas y la
verdadera cuantificacion. Para el referido autor, la nocion de proporcion empieza de
manera cualitativa y logica, antes de que se estructure cuantitativamente. Este autor
comenta que, entre los 11y 12 afios, el nifio percibe la presencia de la nocion de las
proporciones en diferentes ambitos, por ejemplo, las proporciones espaciales.
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Sin embargo, muchos tedricos contemporaneos piensan que
Piaget ha sido fuertemente criticado por sus ideas concernientes a la
naturaleza cualitativa del desarrollo cognitivo, pues subestimo las ca-
pacidades de los nifios de corta edad. Muchos investigadores creen
el nifo posee la habilidad para resolver problemas de niveles cogni-
tivos superiores, pero la habilidad verbal alin no esta completamente
desarrollada para probar la presencia o la ausencia de los conceptos
basicos.

Spinillo (1990), Spinillo & Bryant, (1991 y 1993), comentan que el
razonamiento proporcional no es una experiencia propia de las ope-
raciones formales y puede ser desarrollado en nifios de menor edad.
Estos autores ponen en evidencia los estudios realizados con nifios de
4 a6 afnos de edad, quienes comprenden la idea de mitad, y son capa-
ces de adquirir un juicio perceptual al empezar a comparar razones de
cantidad antes de tener cualquier experiencia con razones numéricasy
que ademas el tipo de tareas también hace una diferencia importante.

Esto indica que, por otra parte, que el juicio perceptual (geomé-
trico) es una habilidad que puede ser desarrollada a temprana edad.
Otro aspecto esta relacionado con los elementos que perjudican el
desempefio y entendimiento de las tareas propuestas a los nifios, aqui
destaca el lenguaje utilizado y el contexto de los problemas presenta-
dos. El propio Piaget describié estadios tempranos en el pensamiento
y los denominé de estadio intermediario, utilizado en las correspon-
dencias cualitativas y seriaciones, y concluye que puede haber un en-
tendimiento temprano de algunos conceptos matematicos, como el
de proporcionalidad. Por otra parte, Butto (2005) sefiala que entre las
réplicas a los estudios de Piaget se encuentran los estudios de Lunzer
y Pumfrey (1966) los cuales observaron que los alumnos son capaces
de registrar razones como (1:1, 2:1, y 3:1) de manera facil al resolver los
problemas de manera aditiva.

Al respecto, English y Halford (1995) comentan que una de las par-
ticularidades esenciales del razonamiento proporcional incluye reco-
mendaciones de 20 orden, es decir, relaciones entre dos cantidades
directamente claras. Perspectiva que defiende que la fase temprana
del razonamiento proporcional en los nifios incluye un razonamiento
aditivo, de la forma a-b = c-d.

Entretanto, el trabajo de Lesh (1988) registra como indicador
del uso del razonamiento proporcional; un razonamiento destacado,
que los nifios usan en varias tareas multiplicativas, que son caracte-
risticamente de una ecuacion de tipo , especialmente cuando tienen
una solucion algoritmica. Por su parte, Raspetti (2003), menciona, que
el aprendizaje de la nocién de proporcion no es simple y requiere del
alumno una gama de situaciones de diferente complejidad numérica
y el tipo de magnitudes relacionadas; y que, por lo tanto, esto se con-
vierte en un obstéculo para la comprension de este contenido escolar.

Lunzer, Harrison, y Davey (1973) comentan que es probable que
este tipo de relaciones sean ensefiadas adecuadamente, pero que no
son integradas directamente a nuevos problemas, sino hasta que las
capacidades de razonamiento del sujeto hayan alcanzado un nivel
de desarrollo méas avanzado. El autor comenta sobre un conjunto de
tareas con nifios de 6 a 14 afos, y describe las estrategias usadas, y
especifica las diferentes demandas hechas por distintas razones. Los
nifos de todas las edades tienden a resolver de manera aditiva los
problemas presentados, aunque estos problemas sugieran métodos
multiplicativos.

En los estudios concernientes al campo educativo, reportan difi-
cultades en cuanto a los procedimientos y estrategias al trabajar con
problemas vinculados con el concepto de proporcionalidad, podemos
sefalar a Vergnaud (1983); Ricco y Rouchier (1979); Pluvinage y Dupuis
(1981); Sokona (1989); ademas interesa hacer referencia a estudios

como el de Winch (citado en Karplus, Pulos y Stage, 1983), quién es-
tudié la habilidad de los estudiantes de primaria para resolver correc-
tamente problemas de proporcion y encuentra que los estudiantes
utilizan métodos de solucion: 1) La busqueda del valor unitario, que
consiste en encontrar el valor correspondiente a la unidad; en ella sub-
yace la pregunta: ;Cuantos para uno? y se accede a dicho valor por
medio de una divisidn, 2) El razonamiento cualitativo, que se basa en
comparaciones como mayor que, mas que o igual que, sin llegar a una
cuantificacion de las mismas.

El primer método de la busqueda del valor unitario es el méas uti-
lizado, esto lleva a expresar la siguiente hipdtesis: Los problemas en
los que se hace mencion explicita de las cantidades unitarias son mas
sencillos que aquellos en los que no hace referencia de dichas canti-
dades. Noelting (1980) se refiere a problemas de comparacién, dos de
razones enteras y dos de razones fraccionarias, y cuatro problemas de
valor perdido con dos razones enteras y dos fraccionarias. Lo hace en
dos grupos, uno con instruccién y el otro sin instruccion. En su estudio
sobre el jugo de naranja indica que sus resultados revelaron que los
estudiantes mostraron mayormente el uso de estrategias aditivas. El
grupo de estudiantes que no habia recibido instruccién escolar sobre
proporcionalidad presentaban un razonamiento aditivo; Los proble-
mas de comparacion eran resueltos mas facilmente que los problemas
devalorausente, y los de problemas de razones fraccionarias eran mas
dificiles que los de razones enteras. Para la autora, una posible explica-
cién para estos resultados es que los estudiantes, independientemente
de haber recibido instruccion escolar o no, en la vida diaria mantienen
contacto con problemas de comparacion y en la mayoria de las veces
utilizan razones enteras.

Noelting (1980), propone la teoria de la reestructuracion adapta-
tiva para permitir la transicion del primer estadio al segundo (estadio
temprano al intermedio) vy, para analizar el tipo de comparacion que
los sujetos hacen cuando resuelven un problema, comparan el jugo
de limény el agua en cada primer recipiente y, comparando esas dos
relaciones, seleccionan dos jugos: de limén y de agua, formando asi
el abordaje denominado entre estrategias; ademas estudia el razo-
namiento proporcional con problemas de comparacién numérica,
estableciendo razones completas sin requerir en su solucién necesa-
riamente una respuesta numeérica, pues los nifios deben comparar las
razones de acuerdo con el dibujo mostrado:

Grafico 1

Tomado de Noelting (1980

En esta tarea, los alumnos debian responder ;jcudl jarra contie-
ne la limonada con un sabor més fuerte o si las dos tienen el mismo
sabor? Los resultados del estudio revelan que los estudiantes tienen
un mejor desempefio: cuando una cantidad de la razon completa es



un mdultiplo entero, ademas los estudiantes usan estrategias aditivas
y se observa que, en los problemas de comparacion, los estudiantes
presentan dificultades.

Tournaire y Pulus (1985), comentan sobre las diversas metodolo-
gias y tareas que utilizan los alumnos con el razonamiento proporcio-
nal. Estos autores mencionan que los estudiantes usan dos pares de
métodos: la comparacién contra valores, y explicaciones con una sola
respuesta. Las tareas son variadas y se hicieron intervenciones indivi-
duales. En cada método, se identifican numerosos pensamientos utili-
zados en el estudio de razonamiento proporcional; también se distin-
guen categorias como tareas fisicas, problemas de razén, problemas
de mezcla y tareas de probabilidad; en todas ellas varia el contexto, y
hay tipos de estrategias mas utilizadas por los estudiantes, y son: va-
riacion de las estrategias, estrategias desfavorables, desarrollo de una
secuencia de estrategias.

Por su parte Carraher, Schliemann, Carraher y Ruiz (1986)
investigaron el desarrollo de la concepcion de cantidades medidas
por razones con estudiantes de primaria y ler afio de secundaria. Los
estudiantes fueron expuestos a dos tipos de contenidos: problemas
de compray venta y problemas de velocidad. En la primera actividad
(problemas de compra y venta) el entrevistador les solicitaba a los es-
tudiantes que indicaran, entre dos compras, cuél era la mejor y luego,
les pedia una justificacion de la respuesta. En la segunda (problemas
de velocidad), el estudiante disponia de diversas medidas de tiempo
y distancia recorridas por dos autos que eran movidos por el entrevis-
tador, y debia indicar si los dos autos los habian movidos a la misma
velocidad o no.

A partir de los resultados obtenidos en las dos actividades, reve-
laron una influencia de la instruccion escolar en el desempefio de los
estudiantes en la actividad de velocidad. Ya en la actividad de compra
y venta no se observo ninglin efecto de la instruccién escolar.

Karplus y Peterson (1970), categorizaron las respuestas de los ni-
fios a partir del nivel de comprensién. El estudio sobre el sefior bajo
y el sefior alto con una representacion con clips: no todos los nifios
tienen una estrategia de tipo aditiva y que este pensamiento esta fuer-
temente influenciado por la instruccién recibida en las escuelas; es de-
cir, privilegia el trabajo en torno de las estructuras aditivas, abordando
mas tarde el desarrollo de las estructuras de tipo multiplicativo, lo que
dificulta el aprendizaje de la proporcionalidad

Grafico 2
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Tomado de Karplus y Peterson (1970)

Karplus y Peterson (1970) establecié como estrategias intuitivas
las categorias | (Sin explicacion), IC (usando la informacion, de una ma-

nera ilégica), el 65% de los nifios usaron estos métodos vy luego los ha-
bian sustituido. Una cantidad similar de nifios pasé de la categoria A
(usando toda la informacién, pero aplicando la diferencia, mas que la
razén de mediciones) a la S (usando la multiplicacién, pero no a través
del factor recto (usualmente mediante duplicacién) porque no hubo
base para ordenarlas. Estas categorias son relevantes porque a partir
de ellas se pudo diversificar métodos para obtener las respuestas co-
rrectas.

En lo que refiere a las estrategias que utilizadas por los nifios,
Karplus, Pulos y Stage (1983) proponen cuatro categorias, producto
del analisis de los diferentes métodos de solucion empleados por los
alumnos en tareas que involucran el razonamiento proporcional: eran
los siguientes categorias: Incompleta: cuando adivinan la respuesta o
emplean una operacién cuantitativa inapropiada, Cualitativa, si com-
paran las cuatro cantidades dadas, usando los términos mas, menos
o términos equivalentes, Aditiva: al comparar los datos a partir de di-
ferencias o residuos, Razonamiento proporcional, si usan datos para
calculary comparar relaciones proporcionales.

Los estudiantes fueron sometidos a las siguientes tareas: un pro-
blema (clips de papel, que consiste en buscar el valor ausente y tra-
tar con razones fraccionarias. Noelting (1980) estudio el razonamiento
proporcional con tareas que requerian de los sujetos la comparacion
de dos proporciones (jugo de naranjay agua, para preparar dos bebi-
das con el mismo o diferente sabor de naranja) con el requerimiento
de que calcularan una respuesta que produjera la proporcion deseada.
Las cantidades totales de la mezcla jsaben igual? Los resultados expre-
san las dificultades de los nifios en los problemas de proporcion en la
covariacion.

Por otro lado, Fernandez y Llinares (2011) analizaron algunas ca-
racteristicas del desarrollo del razonamiento proporcional en alumnos
de primaria y secundaria a partir de la resolucion de problemas pro-
porcionales. Trabajaron con 755 estudiantes, les presentaron un cues-
tionario con doce problemas: cuatro problemas de proporcionalidad
(dos con cantidades continuas y dos con cantidades discretas), cuatro
problemas aditivos (dos con cantidades continuas y dos con cantida-
des discretas), y cuatro problemas distractores. Los resultados encon-
trados revelaron algunas estrategias de resolucion: Respuestas pro-
porcionales, respuestas aditivas y otras respuestas. Encontraron que
el tipo de cantidad - discreta o continua- no influyo en las respuestas,
mientras que el tipo de razén y relacion si influyo. Lograron identificar
cinco perfiles: 1. Correcto proporcionan respuestas de acuerdo al tipo
de problemas proporcionales; 2. Proporcional: respuestas proporcio-
nales tanto a los problemas aditivos como a los proporcionales; 3. Aditi-
vo: dan respuestas aditivas a los dos tipos de problemas; 4 Dependien-
do del tipo de razén: Los estudiantes dan respuestas proporcionales
en los problemas con razones o relaciones multiplicativas enteras (1)
y dan respuestas aditivas en los problemas con razones o relaciones
multiplicativas no enteras (N); y 5. Otros: Los estudiantes emplean otras
respuestas, consideradas incorrectas. Comentan que el perfil correcto
aparece tardiamente, y conforme los alumnos avanzan de grado esco-
lar el perfil aditivo disminuye y aumenta el proporcional, lo cual tiene
relacion con el curriculo.

Séanchez (2013) analizé las ideas de razones y proporciones partir
de un problema que implicé el reparto proporcional con alumnos de
11 a 14 ahos de edad. Los resultados revelaron que los estudiantes pre-
firieron recurrir al analisis cualitativo (en algunos casos el alumno utiliza
la proporcionalidad directa, la razon como relator y en otros responde
con base a su conocimiento social), mientras que el analisis cuantitati-
vo, un menor porcentaje de alumnos recurrio a ese tipo de analisis y su
respuestas fueron basicamente estrategias aditivas.
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Obando, Vasco y Arboleda (2014), realizaron una revision de la li-
teratura de los Ultimos cincuenta afios sobre el tema de razones, pro-
porciones y proporcionalidad. Estos autores comentan que, de acuer-
do a Karplus et al., (1983), los estudiantes presentan dificultades en lo
referente a su aprendizaje; y mencionan que existen problemas en la
ensefianza de ese contenido escolar. Concluyen que es un tema que
requiere mas investigaciones de corte didactico, que permitan cono-
cer la problemética que presentan los alumnos para poder tener un
cierto nivel de impacto en el proceso de ensefianza y aprendizaje de
ese contenido escolar.

Por otro lado, de acuerdo con los planes y programas de estudio
de la Secretaria de Educacion Plblica (SEP 2011, 2016), el estudio de
la proporcionalidad se lleva a cabo en los dos Ultimos grados de edu-
cacion primaria y primeros grados de la educacion secundaria. Este
constituye un eje articulador de contenidos matematicos diversos,
cuyo estudio continlia y se generaliza en los niveles posteriores. Este
contenido escolar también esta presente en las relaciones multiplica-
tivas y esta fuertemente relacionado a las nociones de multiplicacion,
division, nimero racional, escala, porcentaje y probabilidad, entre
otras ideas matematicas.

A manera de sintesis podemos decir, que el estudio del razona-
miento proporcional se lleva a cabo en los dos ultimos grados de edu-
cacion primaria y primeros grados de la educacion secundaria. Este
constituye un eje articulador de contenidos matematicos diversos,
cuyo estudio continla y se generaliza en los niveles posteriores. En la
educacion secundaria, el razonamiento proporcional se estudia con
las herramientas del dlgebra como funciones lineales: se pone énfasis
en obtener su expresion algebraica y sus gréficas, asi como también en
el analisis de sus caracteristicas estructurales. Este paso del estudio de
la proporcionalidad al estudio de las funciones lineales corresponde a
un doble transito: de un campo de conocimiento aritmético a un alge-
braico, y entre diferentes niveles de estudios, de la educacion primaria
a la secundaria y de la educacion secundaria a la educacién media su-
perior.

Estos antecedentes orientan este estudio como una manera para
validar los constructos del razonamiento proporcional como una via
para acceder al pensamiento algebraico temprano con estudiantes de
los Ultimos grados de educacion primaria (5°y 60 grado) y ler grado de
educacion secundaria, como también busca identificar el desempefio
en relacion al grado escolar por medio de mediciones sobre el razona-
miento proporcional.

Metodologia

Estudio de tipo observacional, longitudinal y comparativo. Se
estudiaron a tres grupos de estudiantes a o largo de un afio.

Participantes

Para la evaluacién del razonamiento proporcional, fueron evaluados
109 estudiantes del Estado de México; y de la Ciudad de México que
cursaban 4to, 5°grados y ler grado de secundaria.

Es importante mencionar que los estudiantes eran originarios de
un nivel socio-econdmico medio. El criterio de inclusion para el estu-
dio fue que los estudiantes hubieran concluido el ciclo escolar.

Elaboracion de instrumento

Paralaelaboraciondelinstrumento de evaluacion para el razonamiento
proporcional se utilizd el Programas de estudios de la Secretaria de
Educacién Pubica de quinto y sexto grado de primaria (SEP, 2011.2016),
y el libro de texto gratuito de matematicas.

Se realizd un andlisis documental de los planes y programas de
estudio de la Secretaria de Educacion Publica de 5°y 60 grados de edu-
cacion primaria. Con base en ese anélisis se realizd una descripcion de
los aprendizajes esperados y se reestructuro el instrumento de evalua-
cion.

Con base en estos andlisis y considerando la organizacién cu-
rricular de la ensefianza de matematicas en quinto y sexto grado de
educacion primaria, se eligieron los aprendizajes esperados mas repre-
sentativos del razonamiento proporcional con el objetivo de rastrear
los aprendizajes desarrollados en dichos grados escolares. Fueron ele-
gidos los aprendizajes esperados por sus caracteristicas estructurales
y que también pudieran ser evaluados con preguntas en papel y [&piz.

Diseno y descripcion del
Instrumento de razonamiento
proporcional

Con apego a los programas de estudio de matemaéticas para el nivel
bésico, se elabord un cuestionario que explord ideas béasicas sobre
el razonamiento proporcional. Esta version fue presentada a dos
especialistas en ensefianza de las mateméticas; vy ello sirvio para
modificar algunas preguntas y complementar otras. Cabe mencionar
que, de acuerdo con el Plan y Programas de estudios de la Secretaria
de Educacién Basica (SEP), éste incluye el razonamiento proporcional.

El proceso de construccién del cuestionario sobre razonamiento
proporcional consistié en delimitar las competencias que los estudian-
tes debian mostrar sobre este contenido escolar explorado en el ins-
trumento. Los indicadores de ejecucion y los conocimientos sobre el
razonamiento proporcional con las seis dimensiones y sus respectivos
indicadores: Invarianza de la proporcion, Proporcion geométrica, Pro-
porcion aritmética, Relacion Lineal, Proporcién y escala, Proporcion
entre varias cantidades.

Validacion del instrumento sobre
razonamiento proporcional

El instrumento para evaluar el razonamiento proporcional fue
construido desde las seis dimensiones sobre razonamiento
proporcional, este instrumento fue sometido a una valoracién de
contenido por dos expertos sobre la ensefianza de las matematicas y
fue Util para hacer ajustes al instrumento.

Posteriormente el instrumento fue aplicado a una muestra piloto
conformada por 50 estudiantes de 40 50 y 60 grados de primaria y 50
estudiantes de primero de secundaria. Esos estudiantes eran diferen-
tes a los estudiantes que conformaron el estudio principal.



A partir de las observaciones de los expertos y los resultados de Enlatabla 1 se describe la estructura del instrumento utilizado en
la prueba piloto, se redisefio el instrumentoy al término del ciclo esco- el estudio, éste incluye las cuatro dimensiones (factores), las descrip-
lar, tres evaluadores aplicaron de manera colectiva, la version final del ciones, los indicadores y el contenido matemaético evaluado.
instrumento a 109 nifos, en tres sesiones de 40 minutos de duracion
cada una.

Tabla 1 Descripcion del instrumento para evaluar el razonamiento proporcional

1. Invariancia de Proporcién

) T Reconocer la invariancia de la InvaProA. Reconocer la invariancia de la
(Reconocerlainvariancia de la , o . . -, -, .
= . proporcién ante movimientos rigidos Invariancia de la proporcion, proporcion ante movimientos
proporcién ante movimientos _ - - ) . . ,
(gidos) eincluye tres subdominios. eleccién de la figura. rigidos, eleccion de la figura.
rigidos
InvaProB. Reconocer lainvariancia de la
Invariancia de la proporcion, proporcion ante movimientos
argumento rigidos, argumento (posicion)

Reconocerlainvarianciade la

Invariancia de la proporcion, proporcién ante movimientos
diferencia del resto de figuras rigidos, diferencias del resto de las
figuras.

Reconocer una proporcion
geométrica en una secuencia de
rectangulos, incluye cuatro
subdominios.

Reconocimiento de una proporcién
Proporlcompletar geométrica en una secuencia de
rectangulos (9)

2. Proporcion Geométrica.

Reconocimiento de una proporcién
Propor2 completar geométrica en una secuencia de
rectangulos (3)

Reconocimiento de una proporcién
Propor3 completar geométrica en una secuencia de
rectangulos (18)

Reconocimiento de una proporcién
Propor4 completar geométrica en una secuencia de
rectangulos (20)

Proporcionalidad aritmética entre

3. Proporcion Aritmética Proporcion aritmética Proporcionalidad aritmética .
litros de agua para 8 personas

Proporcionalidad aritmética entre
litros de agua para 4 personas

Proporcionalidad aritmética entre
litros de agua para 32 personas

Proporcionalidad aritmética, tabla
de datos

HORIZONTES PEDAGOGICOS

Relacion aritmética lineal (limonada)

Descripcién Compuesta por tres

4. Relacién Lineal Proporcién geométrica, grafica

subdominios. 3

Relacion lineal proporcion de litros $

de agua por persona g

Relacién lineal elaboracion de una :

regla %

5. Proporcion y Escala DEEepETe o per e Idea de Escala Proporcién y escala de 1 a 3 (Casita) =

subdominios.

Mantener proporcién dada escala 1 a
3 (carrito)

Mantener la proporcién ;Cémo lo
obtuviste?

Mantener la proporcion jCuantas
veces se amplié?

Mantener la proporcion, elaborar una

regla
y . . Descripcién Compuesta por cuatro Proporcién entre varias cantidades
6. Proporcién entre varias cantidades - . .
subdominios. (parejas de rectangulos)
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Entrevista clinica individual

Posteriormente, se aplicé una entrevista clinica piagetiana individual.
De acuerdo a Delval (2011) la entrevista clinica es un método para
investigar como piensan, perciben, actlian y sienten los estudiantes.
La entrevista tuvo como obijetivo indagar sobre como resolvieron
el cuestionario los estudiantes, las estrategias que utilizaban para
responder al cuestionario, asi como también sirvié para indagar sobre
las habilidades y dificultades que los estudiantes presentaban al
responder al instrumento.

Niveles de logro para el
cuestionario de razonamiento
proporcional

Las respuestas de los estudiantes al cuestionario sobre razonamiento
proporcional se analizaron de acuerdo a dos grandes categorias:
niveles de logro académico y estrategias de resolucion de problemas.
Los niveles de logro surgen de las respuestas de los estudiantes al
cuestionario inicial sobre razonamiento proporcional y estos son vistos
como parte del desarrollo del pensamiento de los nifios. Estos niveles
de logro no son estéticos ni fijos y cambian a medida que los nifios
avanzan en la instruccién escolar.

Se elaboraron tres niveles de logro a partir de las respuestas que
los estudiantes daban en el cuestionario inicial. A continuacion, se des-
criben:

Niveles de logro: los niveles de logro se entienden como una es-
pecie de ruta de proceso del estudiante en o que respecta al tipo de
pregunta, contenido matematico que presentan los estudiantes en una
determinada tarea (SIMCE, 2007); pueden servir para guiar al docente
sobre las necesidades educativas de los alumnos; fueron elaborados
a partir de las respuestas de los alumnos al cuestionario inicial de ra-
zonamiento proporcional. A continuacién, se describen los niveles de
logro encontrados: nivel de logro inicial, medio y alto.

Nivel de logro inicial: Los alumnos que se encuentran en este nivel
emplean la percepcion intuitiva y la observacion. Utilizan un pensa-
miento predominantemente aditivo.

Nivel de logro medio: Los alumnos que se encuentran en este ni-
vel realizan las tareas usando una estrategia aditiva o en ocasiones un
pensamiento multiplicativo incompleto.

Nivel de logro alto: Los alumnos que se encuentran en este nivel
realizan las tareas usando una estrategia multiplicativa y pueden en-
contrar una regla que expresa la proporcion algebraica.

Estrategias de resolucion de
problemas

A continuacion, se muestran las categorias de resolucién de problemas
encontradas en el instrumento sobre razonamiento proporcional.

Tabla 2 Descripcidn de las estrategias de resolucion de problemas del cuestionario de razonamiento proporcional.

Percepcién intuitiva de la
proporcionalidad

En esta categoria el estudiante realiza una comparacion
cualitativa para identificary reproducir objetos semejantes.

En esta categoria el estudiante usa su pensamiento intuitivo

Pensamiento en transicion

y empieza a tomar en cuenta la informacion numérica, ain

no aplica la misma estrategia aditiva durante todo el
proceso de resolucion.

Pensamiento aditivo

En esta categoria el estudiante resuelve el problema

utilizando una estrategia aditiva.

En esta categoria el estudiante resuelve la tarea usando la

Pensamiento multiplicativo
incompleto

multiplicacién, alin no aplica la misma estrategia aditiva
durante todo el proceso de resolucién y no considera la

relacion de todos los datos del problema.

En esta categoria el estudiante percibe la percepcidn

Pensamiento multiplicativo
completo

geométrica, considera la informacion numérica, relaciona
todoslosdatos o variablesy resuelve el problema haciendo

uso de la multiplicacion.

Resultados

Consistencia interna en la medicion del cuestionario sobre
razonamiento proporcional

Los resultados sobre la consistencia interna, se obtuvo un coe-
ficiente general de Alpha de Cronbach de 0.83, esto significa que hay
una buena consistencia interna del instrumento para medir los indi-

cadores sobre razonamiento proporcional con estas tareas en sus seis
distintas dimensiones. Ademas, la consistencia interna por dimensién
es la siguiente, para Invariancia de la proporcion se obtuvo un alpha de
0.74; Proporcion Geométrica 0.83; Proporcionalidad aritmética 0.85; al-
gebraica 0.24 y finalmente para la dimensién de Escala 1 a 3 se obtuvo
un alphade0.73



ValldeZ de COhStI’UCtO para el ademas fueron estructurados con base en investigaciones sobre

este contenido escolar. Para tal objetivo, se organiz6 un modelo de

I"azonamlento pl’OpOI’Clonal analisis factorial confirmatorio (figura 3), con el objetivo de obtener la

validez convergente y divergente de constructo. Se indica con circulos

ParaelanélisisfactorialconfirmatorioseutilizdelprogramaEQS6 (Bentler  las cuatro dimensiones (constructos), y con rectéangulos amarillos se
& Wu. 2002), con el objetivo de verificar las preguntas o indicadores  exponen los indicadores o variables manifiestas de cada dimensién del
de acuerdo con los seis dominios de razonamiento proporcional y  razonamiento proporcional.

Grafico 3 Modelo hipotético de validez convergente y divergente de constructo en la medicion del razonamiento proporcional.: Analisis

Factorial Confirmatorio.
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El modelo supone que hay validez convergente cuando se obtie-
nen pesos factoriales significativos y similares entre cada constructo
(indicado en circulo) y sus indicadores (representados en rectse mues-
tra la tabla... estudio uy cirricularmente.res, como los procesos de ge-
neralizacincativossiento prporcionalifios, en dos sangulos) Las flechas
de un sentido (de los circulos a los rectangulos) indican que estas va-
riables son indicadores de ese constructo o factor. Las flechas direccio-
nales entre circulos indican que un factor o variable latente influye en
otro factor o variables latente. La Letra E indica el error asociado con
la medida o caracteristicas que el instrumento no esta recogiendo en
relacion con los indicadores o variables manifiestas, o cuestiones del
azar (Bazan Ramirez, Sdnchez Hernandez, & Castafieda Figueiras, 2007,
Bazan Ramirez, Sanchez Hernéndez, Corral Verdugo, & Castafieda Fi-
gueiras, 2006; Byrne, 1994).

El modelo resultante de AFC (Grafico 4), permite observar la con-
figuracion de un modelo con seis dimensiones de razonamiento pro-
porcional con todos los indicadores incluidos en el modelo hipotéti-
co. El modelo resultante obtuvo aceptables indicadores practicos de
bondad de ajuste (P=0.00, NFI=0.90; CFI=0.92; IFI=0.92; RMSEA=0.07), y
coeficientes de confiabilidad altos (a=0.84; RHO=0.87).

Resultados datos comparativos
por Estado

En lo que refiere a los datos comparativos por estado (entidad
federativa): podemos observar que el lugar en donde estudian (estado)
no es influyente para el razonamiento proporcional. Pues la desviacion
media es casi igual en todas las dimensiones que se evaluaron, pues
la media para el Promedio de Varianza de la proporcién en el DF es de
0.9487,y para el Estado de México 0.986; en el Promedio de Proporcién
geomeétrica se obtuvo para el DF 1.4063, y para el Estado de México
1.7552; posteriormente el Promedio de Proporcion aritmética en el DF
es de 1.4152 y para el Estado de México es de 1.3333, finalmente en el
Promedio Relacion lineal se obtuvo para el DF una media de 1.3631, y
para el Estado de México 1.2917.

Resultados: niveles de logro

A continuacién, se muestra un cuadro de los datos encontrados por
nivel de logro de los alumnos de educacion primaria que participan en
el estudio y que cursan el 5° grado de primaria.

Tabla 3 Frecuencias de Respuesta y Porcentajes Razonamiento Proporcional

NC 3 2.9 2.9
Reconocer la invariancia de la proporcién ante movimientos Inicial 101 97.1 100
rigidos, eleccion de la figura. Medio 0 0 0
Alto 0 0 0
NC 2 1.9 1.9
L L, Reconocer la invariancia de la proporcion ante movimientos Inicial 102 98.1 100
Invariancia de la proporcién e . .
rigidos, argumento (posicion) Medio 0 0 0
Alto 0 0 0
NC 3 2.9 2.9
Reconocer lainvariancia de la proporcién ante movimientos Inicial 101 97.1 100
rigidos, diferencias del resto de las figuras. Medio 0 0 0
Alto 0 0 0
NC 7 6.7 6.7
Reconocimiento de una proporcién geométrica en una Inicial 49 47.1 53.8
secuencia de rectangulos (9) Medio 19 18.3 72.1
Alto 29 27.9 100
NC 6 5.8 5.8
Reconocimiento de una proporcion geométrica en una Inicial 41 39.4 45.2
secuencia de rectangulos (3) Medio 20 19.2 64.4
Alto 37 35.6 100
NC 6 5.8 5.8
Reconocimiento de una proporcién geométrica en una Inicial 64 61.5 67.3
secuencia de rectangulos (18) Medio 30 28.8 96.2
Proporcionalidad Alto 4 3.8 100
geomeétrica NC 7 6.7 6.7
Reconocimiento de una proporcion geométrica en una Inicial 60 57.7 64.4
secuencia de rectangulos (20) Medio 21 20.2 84.4
Alto 16 154 100
NC 7 6.7 6.7
- o Lo Inicial 47 45.2 51.9
Proporcién geométrica, grafica. ,
Medio 30 28. 80.8
Alto 20 19.2 100
NC 11 10.6 10.6
Proporcién entre varias cantidades (parejas de rectangulos) Imc@ > 02 032
Medio 28 26.9 90.4

Alto 10 9.6 100



Proporcionalidad
geomeétrica

Proporcionalidad aritmética

Algebraica

Escalala3

Proporcion entre varias cantidades ;qué tomaste en cuenta?

Proporcion entre varias cantidades, tabla

Proporcion entre varias cantidades, jpor qué son
proporcionales?

Proporcionalidad aritmética entre litros de agua para 8
personas

Proporcionalidad aritmética entre litros de agua para 4
personas

Proporcionalidad aritmética entre litros de agua para 32
personas

Proporcionalidad aritmética, tabla de datos

Relacion aritmética lineal (limonada)

Proporcién algebraica entre litros de agua por persona,

Proporcion algebraica, elaboracién de una regla

Proporcion y escala de 1 a 3 (Casita)

Mantener proporcion dada escala 1 a 3 (carrito)

Mantener la proporcién jcoémo lo obtuviste?

Mantener la proporcion jcuantas veces se amplio?

Mantener la proporcién, elaborar una regla

NC
Inicial
Medio

Alto

NC
Inicial
Medio

Alto

NC
Inicial
Medio

Alto

NC
Inicial
Medio

Alto

NC
Inicial
Medio

Alto

NC
Inicial
Medio

Alto

NC
Inicial
Medio

Alto

NC
Inicial
Medio

Alto

NC
Inicial
Medio

Alto

NC
Inicial
Medio

Alto

NC
Inicial
Medio

Alto

NC
Inicial
Medio

Alto

NC
Inicial
Medio

Alto

NC
Inicial
Medio

Alto

NC
Inicial
Medio

Alto

45
41
14
14
53
29

22
46
26
10
14

25
65

16
26
61

27
18
58
20

31
53
34

13
57

63
15
17
11
83

47
39
17

37
18
45

30
41
30

19
22
57
49
43

3.8
43.3
39.4
13.5
13.5

51
27.9

1.7
21.2
44.2
25.0

9.6
135

24.0
62.5
1.0
15.4
25.0
58.7
1.0
26.0
17.3
55.8
19.2

29.8
51
32.7

12.5
54.8
8.7
60.6
14.4
16.3
10.6
79.8
8.7
1.0
1.0
45.2
37.5
16.3
3.8
35.6
17.3
43.3
2.9
28.8
39.4
28.8
5.8
18.3
21.2
54.8
47.1
41.3
1.7
3.8

3.8
47.1
86.5
100
13.5
64.4
92.3
100
21.2
65.4
90.4
100
13.5
13.5
37.5
100
1.0
16.3
41.3
100
1.0
26.9
442
100
19.2
19.2
49.0
100
32.7
32.7
45.2
100
8.7
69.2
83.7
100
10.9
90.4
99.0
100
1.0
46.2
83.7
100
3.8
39.4
56.7
100
2.9
31.7
71.2
100
5.8
24.0
45.2
100
47.1
88.5
96.2
100
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La Tabla anterior nos muestra las frecuencias de respuesta de los
alumnos quienes se aplicd el instrumento, en cuatro niveles de eje-
cucion (Inicial, Medio, Alto) y un No Contesta. Dentro de la primera di-
mension (Invarianza de la proporcion) los tres indicadores en su gran
mayoria puntdan en el nivel inicial. Lo mismo pasa con la dimension
Proporcion geométricay la dimensién Algebraica; todos sus indicado-
res se quedan con respuestas de nivel de ejecucion inicial.

Por otra parte, la dimensién de Proporcionalidad aritmética sube
al nivel de ejecucion alto en todos sus indicadores, y finalmente, en la
Ultima dimensién (Escala 1 a 3), los niveles de ejecucion se quedan el
inicial en dos de sus indicadores (1y4) y en los otros dos (2 y 3) en el ni-
vel alto. Este cuadro permite establecer parédmetros para definir el ana-
lisis de los resultados. Por ejemplo, en la pregunta en donde se explo-
ra la percepcion intuitiva, sélo es posible identificar estrategias de un
pensamiento intuitivo; es decir, la pregunta no ofrece informacién nu-
mérica que pueda ser tratada de manera aditiva o multiplicativa, sino
demanda de los estudiantes reconocer los criterios cualitativos para
comparar y establecer la relacién de proporcion ante movimientos ri-
gidos de la figura. Sin embargo, en las respuestas de los estudiantes
hay evidencias del uso de estrategias de resolucién de problemas en
la categoria del pensamiento intuitivo, en la totalidad de las preguntas;
sobre todo, se observa cuando se explora la proporcionalidad geomé-
trica.

También es posible observar que, considerando que el nivel de
logro alto representaria el desarrollo del conocimiento algebraico, se
caracterizan las respuestas de los estudiantes cuando usan estrategias
multiplicativas completas en donde identifican el patron y pueden o
no elaborar una regla utilizando un lenguaje matematico. Esta condi-

cién solo se observa en las preguntas 4y 6, en donde se les solicita a los
estudiantes operar con la informacion a fin de identificar la proporcio-
nalidad y expresarla mediante la elaboracion de una regla

Analisis cualitativo

El estudio también tuvo una fase de andlisis cualitativo. El objetivo de
dicho anélisis consistié en categorizar las respuestas de los estudiantes
para el cuestionario de razonamiento proporcional. Se encontraron
una gran variedad de respuestas de los alumnos.

Estrategias de resolucién de problemas para el cuestionario de
razonamiento proporcional

A partir de las respuestas de los estudiantes al cuestionario de
razonamiento proporcional, se elaboraron categorias de anélisis de
acuerdo a las respuestas de los estudiantes y las denominamos es-
trategias de resolucion de problemas como las que se muestran en la
tabla nimero 4. Estas estrategias indican cémo los estudiantes resol-
vian las preguntas planteadas en el cuestionario de proporcionalidad,
ademas estas respuestas también revelan el nivel de entendimiento
conceptual del contenido escolar explorado en el instrumento.

A continuacién, en la tabla 4, se muestran las estrategias de reso-
lucién de problemas encontradas. Se indican inicialmente las catego-
rias de resolucion de problemas, luego se presenta un ejemplo de la
respuesta de los alumnos para dicha categoria y se presenta un breve
comentario sobre esa categoria de resolucion de problema.

Tabla 4 Resultados Estrategias de resolucion de problemas para el cuestionario de razonamiento proporcional.

| dibujo anferior.

a fotografia del
2) Ahora marca ln que 5ea und fotogralia

Percepcion intuitiva de
la proporcionalidad

Pensamiento en
transicion

‘ _m

T 1

e ya osti dibujada

Pensamiento aditivo

En esta categoria los alumnos emplean un pensamiento
intuitivo; mediante la descripcion de caracteristicas o
cualidadesfisicas del objeto encuentran el elemento
correspondiente al original y luego identifican una de las
fotografias. Ellos empiezan a reconocer propiedades como
la forma expandida, chueca, borrosa, volteada, alargada; el
contorno, si eslargo o angosto; grande o chico.

En esta categoria los alumnos usan un pensamiento en
transicion muestran todavia dificultad para establecer las
relaciones de proporcion entre las cantidades; por
ejemplo, cuando hay que buscar la medida faltante de una
serie de rectangulos.

En esta categoria los alumnos usan un pensamiento
intuitivo y empiezan a tomar en cuenta la informacion
numeérica, pero alin no aplican la misma estrategia aditiva
durante todo el proceso de resolucion. Los alumnos tratan
de responder a preguntas donde hay que realizar célculos a
partirde la suma, sin embargo, se les dificulta alcanzar el
resultado correcto. En esta categoria los alumnosde quinto
emplean la estrategia aditiva cuando resuelve problemas
de proporcionalidad. Porejemplo, emplean la suma como
estrategia en las tareas No. 2 (serie de rectangulos), No. 3
(dibujo de casita a escala), No. 5 (limonada) y No. 6 (dibujo
a escala carrito); esta estrategia se les facilita cuando
realizan comparaciones cuantitativas; sin embargo, esta no
necesariamente esla via para encontrar la respuesta
correcta; esdecir, las tareas se pueden resolver por medio
de célculos de suma, pero, estas tareas estan disefiadas
para que el alumno utilice la adicion y en mayor medida la
multiplicacion.



Pensamiento
multiplicativo
incompleto

Pensamiento
multiplicativo
completo

Conclusiones

Los resultados de este estudio revelan, por un lado, la existencia de
habilidades, pero también dificultades tipicas de esas edades (transicion del
pensamiento aditivo al pensamiento multiplicativo), en parte por el énfasis
que la instruccion escolar imprime en los problemas de estructura aditiva y
deja de lado el desarrollo del pensamiento multiplicativo que propicia, entre
otras cosas, el desarrollo de un pensamiento mas complejo y abstracto por
medio de la resolucion de problemas de estructura multiplicativa.

En lo que refiere a los resultados del estudio, especificamente al instru-
mento para evaluar el razonamiento proporcional fue construido desde las
seis dimensiones sobre razonamiento proporcional, este instrumento fue so-
metido a una valoracion de contenido por dos expertos sobre la ensefianza
de las matematicasy fue Util para hacer ajustes al instrumento.

Para validar el instrumento, se realizd una validez de constructo para
el cuestionario de razonamiento proporcional, se propuso un modelo hipo-
tético de validez convergente y divergente de constructo en la medicién del
razonamiento proporcional y el modelo resultante obtuvo aceptables indi-
cadores practicos de bondad de ajuste y coeficientes de confiabilidad altos.

A partir de los resultados sobre consistencia interna, éstos revelaron
que hay una buena consistencia interna del instrumento para medir los indi-
cadores sobre razonamiento proporcional con las seis distintas dimensiones
y las tareas propuestas para evaluar el razonamiento proporcional.

En lo referente a los niveles de logro y a las estrategias de resolucion
de problemas, muestran que los estudiantes son capaces de comprender
diversas ideas del concepto de proporcionalidad y demuestra que el razona-
miento proporcional es una ruta viable para acceder a las ideas poderosas
en matematicas.

A pesar de que los estudiantes no han desarrollado aln todas las es-
tructuras cognitivas y matematicas para comprender la complejidad del
pensamiento proporcional, diversos estudios han permitido dilucidar eta-
pas tempranas en el desarrollo cognitivo de los nifios con tareas y enfoques
pertinentes y muchos otros aspectos que influencian el desempefio de los
estudiantes en las tareas.

Agradecimientos

Este articulo contd con el apoyo del proyecto de investigacién SEP-CONACYT
numero 145906. Titulado: Introduccion temprana al pensamiento algebraico
en entornostecnologicos de aprendizaje: un estudio tedrico-experimental en
el nivel basico, cuya responsable técnica fue la Dra. Cristianne Butto Zarzar.

En esta categoria los alumnos resuelven la tarea usando la
multiplicacién sin considerar la relacion de todos los datos
del problema; solo cinco utilizan el pensamiento
multiplicativo incompleto; por ejemplo, se observo en la
pregunta (receta de cocina)

En esta categoria losalumnos alertan la percepcion
geomeétrica, consideran la informacion numérica,
relacionan todoslosdatos o variablesy resuelven el
problema usando la multiplicacion; esto se pudo observar
en las preguntas (casa a escala) se espera que la mayoria
logren este pensamiento al terminar la educacion basica.
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